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1.  DE  STRUCTUUR VAN  DE  THEORIE 
Het  onderscheid  tussen  de  positieve  en  de  normatieve  theorie 
werkt in vele opzichten verhelderend.  In de positieve theorie wordt 
uitgegaan  van  een  bepaald  gedragspatroon  van  de  econornische 
subjecten, waarbij de gevolgen van dit handelen  in het kader van 
een  theoretisch  systeem  worden  geanalyseerd.  Daarentegen  staat 
in  de normatieve theorie een doelstelling  voorop, terwijl het  theo- 
retisch onderzoek gericht is op her nagaan van de voorwaarden tot 
verwezenlijking van dit doel.  In zoverre het veronderstelde gedrag 
van de economische subjecten een doelstellend karakter heeft, komt 
het gemaakte  onderscheid neer op het onderkennen  van twee ver- 
schillende zijden van dezelfde medaille. 
De geschetste samenhang tussen beide beschouwingswijzen komt 
duidelijk naar voren bij de formulering van her optimum-theorema 
van Pareto. Daarbij wordt verondersteld, dat de consumenten nuts- 
maximering  nastreven,  terwijl de producenten  gehouden zijn niets 
te verspillen.  Indien  de vraag van  de consumenten  afgeleid wordt 
uit de nutsmaximering  en de producenten hun winst zo hoog moge- 
lijk stellen, ontstaat bij flexibele prijzen een evenwicht met norma- 
tieve kenmerken.  Vandaar  dat op basis van bet neo-klassieke, sta- 
tische, algemene evenwichtsmodel bet volgende fundamentele theo- 
rema kan worden geformuleerd:  Ieder  evenwicht bij volledige merle- 
dinging  is  een  Pareto-optimum;  en  ieder  Pareto-optimum  is  een 
evenwicht bij volledige mededinging, z 
Wordt de normatieve theorie geplaatst  in het teken van een so- 
l  Gastcollege, op 27 april  1967 gegeven aan de Rijksuniversiteit te Groningen. 
2  Cf. R. Dorfman, P. A. Samuelson, en R. M. Solow, Linear Programming and Economic 
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ciale welvaartsfunctie, dan is de samenhang met de positieve theo- 
rie minder direct.  Irnmers met behulp  van  een dergelijke functie 
wil men verder reiken dan de ordinalistische nutsopvatting, die aan 
de analyse van Pareto ten grondslag ligt, toelaat. 
Er is echter nog een tweede verschil. In de positieve theorie wor- 
den  ook  de  niet-evenwichtige situaties  aan  een nader  onderzoek 
onderworpen.  Het spinnewebprobleem,  om hiervan een voorbeeld 
te  noemen,  heeft  echter geen pendant  in  de  normatieve theorie. 
Aan het gedrag van de economische subjecten in niet-evenwichtige 
situaties kan in het kader van de economische theorie geen norma- 
tieve betekenis worden toegekend. 
De bovenstaande opmerkingen kunnen met behulp van de groei- 
theorie worden geiUustreerd. In de positieve groeitheorie dient reke- 
ning te worden gehouden met de mogelijkheid van investeringen, 
die achteraf blijken foutief te zijn geweest. Foutieve investeringen 
nopen tot een aanpassing,  die bepaald wordt door de reacties van 
de  ondernemers. De  vraag  is  nu,  of .de  correctie leidt  tot  de ge- 
wenste positie.  Zoals bekend,  heeft R.  Harrod dit  vraagstuk met 
behulp van een macro-economisch model geanalyseerd. Men kan de 
afzetproblematiek ook  buiten  beschouwing laten  en  de  aandacht 
concentreren op  de produktiemogelijkheden in  een groeiende eco- 
nomie. De dynamiek van het systeem komt dan uitsluitend tot uit- 
drukking in de opeenhoping van kapitaalgoederen. Duidehjk is, dat 
op lange termijn de kapitaalaccumulatie op  een of andere manier 
gelijke tred moet houden met de toeneming van het arbeidsaanbod, 
wil een volledige inschakehng van de produktiefactoren arbeid en 
kapitaal mogehjk bhjven. 
De  toestand,  waarbij  arbeid  en  kapitaal  evenredig  toenemen, 
wordt  door  sommigen  aangeduid  als  evenwichtige  groei,  terwijl 
anderen aan een meer neutrale term de voorkeur geven. Het begrip 
evenwichtige groei  kan  immers  een ruimere  extensie worden ge- 
geven door bet toe te passen  op  aUe situaties,  waarbij  van afzet- 
problemen op  de wijze van  Harrod is geabstraheerd.  De situatie, 
waarbij  kapitaal  en  output  evenredig stijgen  zou  dan  als  gehjk- 
matige groei kunnen worden bestempeld. In her geval, dat arbeid 
schaars is, wordt het stijgingstempo van de bovengenoemde groot- 
heden uiteraard bepaald door de bevolkingsaanwas. 
Bij  de methode van de comparatieve dynamica worden situaties 
van gelijkmatige groei met elkaar vergeleken. De verschiUen in re- 
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parameters. De verkregen r  zeggen niets over bet aanpas- 
singsproces  van  de  ene  situatie  van  gelijkmatige  groei  naar  de 
andere. De vraag of het systeem stabiel is, blijft ~dan ook onbeant- 
woord.  Het  onderzoek  naar  de  stabiliteit  vergt  een  dynamische 
aanpak. De accumulatie kan in de vorm van een differentiaalverge- 
lijking (of bij  meerdere kapitaalgoederen een stelsel van simultane 
differentiaalvergelijldngen) worden weergegeven. De oplossing bier- 
van laat  zien  of bet  systeem, gegeven een willekeurige uitgangs- 
situatie,  naar  de gelijkmatige groei tendeert.  Hahn  en  Matthews 
spreken in dit verband van ,,equilibrium dynamics" om aan te dui- 
den, dat van bet probleem van Harrod wordt geabstraheerd.  8 De 
analyse van groeipaden, waarbij niet alle markten geruimd worden, 
karakteriseren  deze  auteurs  daarentegen  als  ,,disequilibrium  dy- 
nalnics'  '. 
De normatieve groeitheorie vertoont dezelfde karakteristieken als 
de ,,equilibrium dynamics". In tegenstelling tot war het geval is in 
de positieve theorie wordt de accumulatie bij  het streven naar een 
optimum echter bepaald  door een sociale welvaartsfunctie. Bij  de 
formulering  van  dynamische  optimumtheorie~n  rijst  meteen  een 
probleem, dat in de statica geen rol speelt. Immers, indien men de 
verwezenlijking van her optimum als  een vraagstuk van planning. 
ziet, op welke wijze cLient dan de planningperiode gefixeerd te wor- 
den? De bepaling van een eindige periode is altijd in zekere mate 
arbitrair. Stel, men wil het coUectieve nut van de consumptiestroom 
gedurende x j aren maximeren. Dit betekent, dat de kapitaalgoede- 
renvoorraad aan het einde van deze periode bekend moet worden 
verondersteld.  Deze  voorraad  van  kapitaalgoederen  bepaalt  het 
consumptiepotentieel in de verre toekomst, en legt tegelijkertijd be- 
perkingen  op  aan  de  consumptieve  mogelijkheden gedurende  de 
planningperiode. Het is duidelijk, dat met de omvang van de kapi- 
taalgoederenvoorraad bij het maximeringsprobleem als nevenvoor- 
waarde rekening dient te worden gehouden. 
Vanuit theoretisch standpunt is her daarom ideaal de tijdhorizon 
naar bet  oneindige te  verplaatsen.  Hierbij  doet zich onmiddellijk 
een mathematische moeilijkheid voor. Indien consumptie altijd nut 
blijft afwerpen, kan men dan wel maximeren  ? Anders gezegd: een 
keuze uit alternatieven, die aUe een nut van oneindig opleveren, is 
8  F.  H.  Hahn en  R.  C.  O.  Matthews,  ,,The theory of economic growth:  a  survey", 
Economic  Journal,  december  1964;  herdrukt  in  Surveys  o]  Economic  Tkeory,  deel  II, 
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niet mogelijk. Dank zij het pionierswerk van F. Ramsey el1 de ont~ 
wikkeling van de moderne groeitheorie kan deze moeilijkheid, zoals 
hog zal worden gedemonstreerd, uit de weg worden geruimd. 
Staat niet de consumptie voorop, maar gaat het daarentegen om 
een snelle industrialisatie, dan is een eindige planninghorizon essen- 
tieel. De problematiek van de maximering van de kapitaalgoederen- 
voorraad vereist evenwel een gedesaggregeerd model. In een macro- 
economische beschouwingswijze is  bet  gestelde probleem triviaal. 
Het elegante groeimodel van J. von Neumann is dan ook bij uitstek 
geschikt voor  de  analyse van industrialisatievraagstukken.  In  de 
onderhavige publicatie zullen wij aan dit type van een dynamische 
optimumtheorie echter geen verdere aandacht schenken.  4 
Zowel in de positieve als ook in de normatieve groeitheorie speelt 
de conceptie van  de gelijkmatige groei  een belangrijke rol.  Zoals 
reeds gesteld,  wordt  bet  expansietempo op  lange termijn ingeval 
van arbeidsschaarste bepaald door de bevolkingsaanwas. Dit is Ifiet 
bevredigend, daar de groei juist in stand wordt gehouden door de 
stroom van technische uitvindingen en vernieuwingen, waarmee een 
ieder wordt geconfronteerd. Naast  de bevolkingsaanwas als d~ter- 
minant van de groei heeft men daarom veelal de technische voor- 
uitgang in de vorm van een autonoom gegeven exponenti~le trend 
in  bet  systeem opgenomen.  Het  blijkt  dan  echter,  dat  specifieke 
eisen moeten worden gesteld ten aanzien van de wijze, waarop de 
technische vooruitgang kan worden ingebouwd. Deze eisen vloeien 
voort uit de wens een gelijkmatig groeipatroon te kunnen behouden. 
In een systeem als dat van Von Neumann, waar arbeid overvloe- 
dig is,  of ill een model met slechts 6~n produktiefactor (kapitaal), 
zoals door D. Dewey wordt gehanteerd,S komt de technische voor- 
uitgang niet expliciet naar voren. Dewey stelt uitdrukkelijk, dat de 
produktiviteit  van  investeringen voortvloeit  uit  de voortdurende 
stroom van technische vernieuwingen. Nochtans geeft deze auteur 
de economische ontwikkeling weer in de vorm van een natuurlijk 
groeiproces. Dit illustreert nog eens de beperkte kennis, die wij van 
her verschijnsel van de economische groei hebben. De groeitheorie 
is nog teveel een theorie van de kapitaalaccumulatie geplaatst tegen 
de achtergrond van een in wezen statische opvatting van de pro- 
duktiemogelijkheden. 
4 Voor  een  ~erbale  expli,catie  van  de  zg~,  ,,turnpike"-theorem~'s kan  worden  ver- 
wezen  naar J.  R. Hicks, Capital and Growth  1965, hoofdstuk XIX. 
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2.  DE POSITIEVE  GROEITHEORIE 
De bespreking van  de positieve groeitheorie omvat vier onder- 
werpen, ondergebracht in evenzoveel subparagrafen. Na een presen- 
tatie van bet vraagstuk van Harrod in de eerste subparagraaf wordt 
van de conjuncturele problematiek in bet resterende gedeelte van 
paragraaf 2 geabstraheerd. 
Voor een gelijkmatige groei is vereist, dat de relevante functies 
van bet model (lineair) homogeen zijn. Vanzelfsprekend laat dit hog 
een ruime keuzemogelijkheid toe. In paragraaf 2.2 wordt een model 
met twee sectoren en vaste technische co~ffici~nten besproken. Dit 
model sluit enigszins aan op de beschouwingen naar aanleiding van 
de analyse van Harrod.  0vefigens kan worden opgemerkt,  dat in 
paragraaf 3  de gelijkmatige groei opnieuw aan de orde zal komen. 
Daarbij zal dan worden uitgegaan van een macro-economische, neo- 
klassieke produktiefunctie. 
De paragrafen 2.3  en 9..4 bevatten extensies van het eerder ge- 
introduceerde model. Deze uitbreidingen hebben respectievelijk be- 
trekking op de autonoom bepaalde technische vooruitgang en bet 
vraagstuk  van  de stabiliteit  bij  een willekeufig gegeven uitgangs- 
situatie. 
2.1.  Her probleem van Harrod  (,,disequilibrium dynamics") 
0m de gedachtengang van Harrod weer te geven is het dienstig 
uit te gaan van vaste technische co~ffici~nten. Aangezien slechts 66n 
eindprodukt wordt onderscheiden, impliceert dit dat een volledige 
inschakeling van arbeid en kapitaal slechts bij wijze van toeval mo- 
gelijk is.  Substitutie van produktiefactoren of eindprodukten is ex 
hypothesi uitgesloten. Gegeven een constante spaarquote is de gelijk- 
matige groei moge!ijk, indien de bevolkingsaanwas zo groot is,  dat 
een situatie van arbeidsschaarste kan worden vermeden. 
Het expansietempo wordt in  de situatie  van gelijkmatige groei 
bepaald door het quotient van spaarquote  (a)  ell de constante ge- 
middelde kapitaalco~ffici~nt (K). Het bewijs van deze overbekende 
formulering berust op de definitie van de genoemde grootheden en 
de gelijkstelling van investeringen (kapitaalaccumulatie) en bespa- 
ringen.  Woidt  de output  met  Yen  de kapitaalgoederenvoorraad 
met K  aangeduid, terwijl voor bespafingen en investeringen over- 
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karl worden geschreven: 
S  K 
a  =  --  en  K -- 
Y  Y 
Uit de balansvergelijking St =  It =  Kt volgt dan: e 
Kt  o"  (1) 
Kt  K 
Groeit  de kapitaalgoederenvoorraad met een vast percentage, dan 
client de output  bij  een constante kapitaalco~ffici~nt evenredig te 
stijgen: 
gw ....  (2) 
Yt  K 
De  expansie  van  de  output  overeenkomstig (2)  achten  de onder- 
nemers verantwoord, omdat de afzetstijging een normale bezetting 
van de kapitaalgoederenvoorraad garandeert. Harrod spreekt in dit 
verband dan ook van verantwoorde groeivoet (,,warranted rate of 
growth"). 
Het zal duidelijk zijn, dat de feitelijke kapitaalco~ffici~nt tenge- 
volge van onderbezetting in bovenwaartse richting karl afwijken van 
de technisch noodzakelijke verhouding tussen kapitaal en pr0duk- 
tie. Deze technische relatie tussen kapitaal en produktie moet ech- 
ter niet als volkomen star worden geinterpreteerd. Op korte termijn 
is  er in beide richtingen een zekere flexibiliteit doordat machines 
intensiever of extensiever kunnen worden benut. Vandaar dat in her 
bovenstaande reeds van een normale bezetting werd gewaagd. 
De vraag rijst nu, water  zal gebeuren bij  een afwijking van de 
verantwoorde groeivoet.  Harrod argumenteert, dat  een toevallige 
extra stijging van de investeringen via de multiplicator tot een toe- 
neming van bet inkomen leidt, die de aangroeiing van de kapitaal- 
goederenvoorraad overtreft. Dit betekent een daling van de feite- 
lijke kapitaalco~fficient, zodat kapitaal meet schaars en investeren 
aantrekkelijker wordt. In plaats van een terugkeer van bet investe- 
ringsvolume naar het pad van de verantwoorde groeivoet, zuUen de 
investeringen ill  sterkere mate hiervan gaan  afwijken.  De  gelijk- 
matige groei gw is instabiel. 
Zoals  in  de literatuur is  aangetoond,  blijkt  deze conclusie van 
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Harrod voorbarig.7 Dit wordt duidelijk bij een nauwkeurige analyse 
van de onevenwichtige situatie.  De feitelijke groeivoet op  een be- 
paald moment is gelijk aan: 
gt-  y,  Yd--~  K'~  (3) 
waarbij  r$  de marginale kapitaalco~ffici~nt voorstelt.  Uit gt >  gw 
volgt onmiddellijk K$ <  K. Geldt nu tevens, dat de feitelijke gemid- 
delde kapitaalcoeffici~nt (rt) groter is dan de gewenste kapitaalcoef- 
ficient (K), dan kan van een relatieve kapitaalovervloed worden ge- 
Sproken. i)e ondernemers zullen in dat geval minder wensen te in- 
vesteren, hetgeen tot uiting zou kunnen komen in een daling van 
de marginale kapitaalcoefficient. Dit impliceert vervolgens, dat g, 
nog  verder van  gw gaat  afwijken,  zodat  het  systeem onder  deze 
voorwaarden inderdaad  (relatief)  instabiel is.  Omgekeerd leidt  de 
conditie gt .< gw tot de gevolgtrekking KS >  K. Een averechts resul- 
taat kan nu 0ptreden, indien daarnaast geldt rt <  K, en de onder- 
nemers hierop reageren met een verhoging van de marginale kapi- 
taalco~ffici~nt. 
Het bovenstaande, op de argumentatie van Harrod geinspireerde, 
bewijs van de instabiliteit berust op de introductie van een tweetal 
ongelijkheden en een gedragsvergelijking, waarbij  wordt veronder- 
steld,  dat de ondernemers de feitelijke kapitaalcoefficient in over- 
eenstemming brengen met  de gewenste kapitaal-productieverhou- 
ding.  Onderstreept  dient  te  worden,  dat  hiermede  slechts  een 
voorbeeld van een formele benadering van het onderhavige vraag- 
stuk  is  gegeven.  Alternatieve  formuleringen,  waaronder  meer  en 
minder aansprekende benaderingen van het ondernemersgedrag in 
niet-evenwichtige situaties, zijn in de literatuur voorhanden. De re- 
sultaten van deze modellenbouw zijn verschillend. Terwijl sommige 
auteurs  een stabiel  systeem verkrijgen,  ondersteunen anderen  de 
conclusie van Harrod.  Weer anderen komen tot de bevinding, dat 
de stabiliteit afhangt van de waarde, die de parameters in het model 
aannemen. 
De probleemstelling van Harrod is ill feite een eerste stap op de 
weg naar een geintegreerde conjunctuur- en structuurtheorie. Reeds 
bij dit betrekkelijk eenvoudig opgezette vraagstuk wordt duidelijk, 
dat de samensmelting van beide theorie@n tot een schier eindeloze 
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casuistiek kan uitgroeien, hetgeen Hahn en Matthews doet verzuch- 
ten:  ,,In a  sense, therefore, so far flom there being a  difficulty in 
devising models that reconcile growth and fluctuations, there is an 
embarras  de richesse", s  In  het  vervolg van  ons betoog  zullen wij 
daarom uitsluitend aandacht schenken aan de groeitheorie in engere 
zin,  waarbij  van  de  conjuncturele aspecten wordt  geabstraheerd. 
Zoals bij  elke abstractie het geval is,  wordt daarmede de realiteit 
ongetwijfeld te kort gedaan. De economische theorie leeft evenwel 
bij gratie van de (afwisselende) abstractie. 
2.2.  De gelijkmatige groei 
In het vervolg wordt  onderscheid gemaakt  tussen  consumptie- 
goederen (C) en investeringsgoederen (I). Verondersteld wordt, dat 
de kapitaalintensiteit van de produktie (K/L) voor deze beide goede- 
ren verschilt. De technische coeffici~nten worden evenwel als con- 
stant aangemerkt. De arbeidsquoten zijn met de letter a aangeduid, 
terwijl in overeenstemming met de notatie in paragraaf 2. l- voor de 
kapitaalquoten de letter K is gekozen. 
De omvang van de beroepsbevolking op tijdstip t is gelijk aan Lt, 
terwijl voor  de kapitaalgoederenvoorraad weer K, wordt geschre- 
ven. Worden de beschikbare volumina van beide produktiefactoren. 
volledig aangewend, dan kan de produktie van de afzonderlijke sec- 
toren worden berekend met behulp van de formules: 
~cCt +  ~ilt =  Lt  (4) 
•cCt  +  Kilt= Kt  (5) 
Uiteraard kunnen de produktiefactoren uitsluitend voUedig worden 
ingeschakeld,  indien de berekening van  C  en I  tot  positieve uit- 
komsten-leidt. De beschikbaarheidsverhouding Kt/Lt moet de~_batve 
binnen de grenzen, bepaald  door de gegeven kapitaalintensiteiten 
van de beide produktieprocessen, liggen. 
Aangenomen wordt,  dat  de bevolldng met een constant  en ge- 
geven perunage stijgt :9 
L~ =  Lo e=~  (6) 
De kapitaalgoederenvoorraad neemt toe door de produktie van in- 
s  F.  H.  Hahn ell R. C.  O.  Matthews, art. cir. 
9  Gemakshalve gaan wij uit van de gedachte, dat de beroepsbevol_king een cons~ante 
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vesteringsgoederen: 
It =/~t  (7) 
Teneinde  de  existentie  van  de  gelijkmatige  groei  aan  te  tonen, 
schrijven wij  de  economische variabelen  eerst  als  grootheden per 
hoogd van  de  beroepsbevolking.  In  tegenstelling  tot  de  absolute 
grootheden worden de volumina per hoofd met kleine letters  aan. 
geduid. Deling van (4)  en (5) door L, geegt respectievelijk: 
=cCt +  =~it =  1  (4a) 
K,c,  +  K~it =  k~  (Sa) 
Op dezeffde wijze karl in plaats van (7), rekening houdend met (6), 
worden geschreven: 
K~  I  d(ktLt)  =  l~t +  ~kf  (7a) 
i,-  Z7-  L--; a---7-- 
Substitutie  van (4a) en (7a) in (5a) leidt vervolgens tot de relatie: 
k~[1--  ~l=c =--'~ +  ~=c  =c  /~'  (8) 
waarbij ~ =  ac~, -- =,Ko de determinant van de matrix van techni- 
sche eo~ffiei~nten voorstelt. 
Uit vergelijking (8) volgt, dat een situatie van gelijkmatige groei 
bestaat, die bovendien uniek gedetermineerd is. Immers substitutie 
van k, ---- 0 in (8) geeft: 
Ke  k  =  (9) 
ty  c  -- ~ 
Heeft de kapitaMgoederenvoorraad in de beginsituatie een zodanige 
waaxde, dat aan (9) wordt voldaan,  dan blijft de kapitaal-arbeids- 
verhouding  constant.  AUe  economische  variabelen  nemen  in dat 
geval evenredig met de (beroeps)-bevolking toe. Gelijkmatige groei 
bij voUedige inschakeling van beide produktiefactoren is mogelijk, 
indien geldt: 
0c  e  co, 
Zoals  door middel van substitutie  in  (9)  gemakkelijk kan worden 
geverifieerd, komt deze voorwaarde neer op de eis: 0  <  ~  <  (l/K,). 
Het model kan nog worden uitgebreid door rekening te houden TWEE VISIES OP HET VRAAGSTUK VAN DE KAPITAALACCUMULATIE  591 
met de relaties tussen de prijzen van de eindprodukten (Pc en p,) 
en de beloningsvoeten van de produktiefactoren (Pl en Pr). Bij vol- 
ledige mededinging zijn  de gemiddelde kosten  (op  lange termijn) 
gelijk aan de prijs. Derhalve kunnen op grond van de veronderstel- 
ling van volkomen concurrentie de volgende prijsvormingsfuncties 
worden opgesteld: 
Pc =   cPl +  Kcpr  (1o) 
Verder wordt  verondersteld, dat .zowel van het loon- als van her 
kapitaalinkomen  een constant,  maar verschiUend, gedeelte wordt 
bespaard. De (gemiddelde) spaarintensiteiten van loon- en kapitaal- 
inkomentrekkers worden respectievelijk met alen  ar  aangegeven. 
Aangezien de besparingen gelijk zijn aan de investeringen, mag nu 
worden geschreven: 
Ip~ =  arKpr +  a~LIbl  (12) 
Na substitutie  van  (7)  en deling door Kpr gaat  (12),  ingeval van 
een gelijkmatige groei, over in: 
~r  4l 
--  =  ar +  at--,  (12a) 
r  2k 
waarbij 
Pr  2l  Lpl 
r  :  ib~  en  ;t~- --  Klbr  (4l -t- ~k =  1). 
Met behulp van het gecompleteerde model kunnen verschillende 
problemen van comparatie/-dynamische  aard worden bestudeerd. Wij 
beperken ons hier tot een enkd voorbeeld. In navolging van Hicks 
zal  worden  nagegaan  hoe  de  categoriale  inkomensverdeling ver- 
andert bij een wijziging in de spaarneiging van kapitaaleigenaren,  x~ 
Uit de relaties  (9),  (1 I)  en de definitievergelijking Pr -=- rp, kan 
de v01gende betrekldng worden afgeleid: 
2l  1,  [  1  lo~cK,--$~:,~ 
---  1  ....  i  (13) 
;tk  2k  K~r  ~,/Kc 
..2~=  voor  r=[o  ,  en  tk=K~r,  indien  ~=0. 
Vervolgens kan  (12a)  door enige manipulatie op soortgelijke wijze 
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worden geschreven als: 
at  1 
ilk  ~  E  1 
1=  1 
ar  (14) 
gl 
.'.. ~.~ =  voor r  =  [0  ,  en  ;tk =  (ale)r,  indien  az =  er =  e. 
Dank zij de specifieke schrijfwijze van de Iormules (13)  en (14)  kun- 
nen deze op doeltreffende wijze in een grafiek worden weergegeven. 
Het verband tussen )lk en r  is in beide functies positief.  Indien de 
vermenigvuldigingsfactor buiten de haken gelijk aan ~n  is, zijn de 
Iuncties lineair. Bij een vermenigvuldigingsfactor groter dan ~n, is 
de curve convex, terwijl omgekeerd bij  een factor kleiner dan  ~n 
het functionele verband tussen ~  en r  concaaf verloopt. 
Aangenomen mag worden, dat de kapitaalinkomenstrekkers meer 
sparen dan de werknemers (er >  az), zodat het verband tussen ;t~ en 
r  overeenkomstig Iormule (14)  door een convexe curve kan worden 
voorgesteld. De uitdrukking buiten de haken in Iormule (13) is klei- 
ner of groter dan ~n  al naargelang ~ kleiner of groter dan nul is. n 
De vorm van de curve hangt in dit geval derhalve af van de rela- 
tieve kapitaal-  c.q.  arbeidsintensiteit van de beide sectoren.  In de 
figuren  la en  lb  zijn twee mogelijkheden ge'illustreerd.  De co6rdi- 
naten van her snijpunt S  zijn gelijk aan de oplossingen voor ;tg en r 
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De consequenties van wijzigingen in de parameters kunnen, reke- 
ning houdend met (13) en (14), uit de beide figuren la en lb worden 
afgelezen.  Het  inzicht in bet model kan evenwel worden verdiept 
door hierbij in plaats van een strikt mathematische een meer heuris- 
tische  benaderingswijze  te  volgen,  zoals  wij  voor bet  geval dat  ar 
groter wordt, zullen demonstreren. 
Een vergr0ting van de spaarneiging van kapitaaleigenaren leidt 
in eerste instantie tot een snellere expansie van de kapitaalgoederen- 
voorraad.  Aangezien de bevolking met bet oorspronkelijke percen- 
tage toeneemt, zal bet groeitempo van de kapitaalgoederenvoorraad 
vervolgens in benedenwaartse  richting moeten worden aangepast. 
In de vorige paragraaf hebben wij gezien, dat de groeivoet van kapi- 
tam gelijk is aan her quotient van de gemiddelde macro-economi- 
sche  spaarquote  en  de  gemiddelde  macro-economische  kapitaal- 
coefficient. Zoals met name uit vergelijking (I 2) kan worden afgeleid, 
is de spaarquote over her nationale inkomen (a) gelijk aan: 
a  =  ~haz +  ~t~ar  (15) 
De gemi.ddelde kapitaalco~ffici~nt voor de gehele economie kan nu 
als volgt worden bepaald: 
tr  --  -- 
Kpi  _  (Kc +  Ki)p,  Cpi  Ip, 
y  y  --  y  Kc+--ff-~,= 
=  (1  --  +  *K,  (16) 
Een lagere groeivoet van kapitaal kan worden gerealiseerd door 
middel van een daling van de macro-economische spaarquote.  Vol- 
gens vergelijking (15)  zal de categorialeinkomensverdeling dan ten 
gunste van de factor arbeid dienen te worden gewijzigd (ar >  al). 
In de literatuur is met name door N.  Ka]dor  op deze samenhang 
gewezen. Daalt de macro-economische spaarquote, dan neemt de ge- 
middelde kapitaalco~ffici~nt  evenwel overeenkomstig (16)  toe,  in- 
dien de consumptiegoederensector relatief kapitaalintensief is (~ <  0). 
Is daarentegen de investeringsgoederensector naar verhouding meer 
kapitaalintensief,  dan daalt K.  In dit geval verandert  de kapitaal- 
coefficient dus kennelijk in de verkeerde richting.  Het is nu voor- 
stelbaar,  dat, indien de/-goederensector sterk kapitaalintensief en 
bet verschil in spaarneiging gering !s, het laatstgenoemde effect do- 
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taal alleen tot stand komen bij een stijging van de macro-economi- 
sche spaarquote  a  en een dienovereenkomstige daling van de loon- 
quote 2~.  Deze ongetwijfeld extreme  situatie  is weergegeven in  fi- 
guur  lb.  Door een stijging  van  ar komt  een nieuw snijpunt  S'  tot 
stand, waarbij zowel het rendement r als de kapitaalinkomensquote 
op een hoger niveau liggen. 
De meer normale situatie is in figuur la uitgebeeld. Een stijging 
van  de  spaarintensiteit  van  kapitaaleigenaren  leidt  in  dit  geval, 
zoals het punt  S'  laat  zien,  tot  een daling  van bet kapitaalrende- 
ment,  alsmede  van  de  kapitaalinkomensquote.  Arbeid  is  relatief 
schaarser  geworden  en  de loontrekkers  profiteren  hiervan.  Indien 
meerdere technieken per sector worden onderscheiden,  behoeft een 
daling van her rendement  overigens niet noodzakelijk te leiden tot 
een  daling  van  de kapitaalinkomensquote  en  een  stijging  van  de 
loonquote.  De  categ0riale  inkomensverdeling  is  in  een  dergelijke 
situatie mede afhankelijk van de substitutiemogelijkheden,  hetgeen 
overigens  in  het  licht  van  de  resultaten  van  de  statische  theorie 
geen verrassende conclusie is. 12 
2.3.  Technische vooruitgang  en gelijkmatige groei 
Een autonome technische ontwikkeling manifesteert zich als een 
stijging van de output in de loop van de tijd,  die niet  aan een toe- 
neming van de inputs kan worden toegeschreven. In bet onderhavige 
model kan met de technische vooruitgang rekening worden gehou- 
den door middel van een daling van de technische co~ffici~nten. Wij 
zullen thans  twee duidelijk niet geheel realistische  veronderstellin- 
gen invoeren.  In de eerste plaats wordt verondersteld,  dat de tech- 
nische vooruitgang tot uiting komt in een exponenti~le  daling  van 
de arbeids-  en kapitaalquoten.  In  de tweede plaats wordt gesteld, 
dat alle aanwezige kapitaalgoederen even produktief zijn. is Vervol- 
gens zal worden onderzocht welke voorwaarden voor de existentie 
van een gelijkmatige groei vervuid moeten zijn. 
Stel  in  eerste  instantie,  dat  de  macro-economische  spaarquote 
constant  is.  De kapitaalco~ffici~nt  zal nochtans  tengevolge van de 
technische vooruitgang dalen.  Men kan nu echter de eis stellen, dat 
de technische  ontwikkeling zodanig  client  te zijn,  dat bij  een con- 
l=  Voor een nadere uitwerking kan worden verwezen naar J.  R. Hicks, op. cit., hoofd- 
stuk XV. 
13  De situatie waarbij kapitaalgoederen de laatste stand van de techniek ,,belichamen" 
is  onder  anderen  uitvoerig  geanalyseerd  door  E.  S.  Phelps,  ,,Substitution,  fixed  pro- 
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stant  rendement  ook  de  kapitaalco~ffici~nt  dezelfde  waarde  be- 
houdt.  De  categoriale  inkomensverdeling  is  dan  constant,  terwijl 
het kapitaal met een vast percentage zal toenemen. De gelijkmatige 
groei is dus in  dit  geval verzekerd. 14 Bovendien kan  dan  de voor- 
waarde van een constante  a  worden vervangen  door de hypothese 
van gegeven spaarneigingen  van  de afzonderlijke  groepen  van in- 
komensrecipi~nten.  Immers,  indien  2~  en 2e geen wijziging  onder- 
gaan, zal ook a gelijk blijven. Is aan de bovengenoemde voorwaarde 
met  betrekking  tot  de  technische  vooruitgang  voldaan,  dan  zegt 
men doorgaans,  dat de technische vooruitgang neutraal  op de wijze 
van Harrod is. 
De consequenties van een neutrale  technische  ontwikkeling  vol- 
gens Harrod kunnen in het kader van her model met twee sectoren 
met  behulp  van  vergelijking  (16)  worden  gevonden.  Uit  de prijs- 
vormingsfuncties  (10)  en  (11)  volgt,  rekening  houdend  met  r  = 
=  PrlP : 
-  --  (17) 
Pc  - 
Substitutie van (I7) in (Z6) geeff vervolgens: 
K  =  (1  --  a)  +  aK~  (16a) 
~c  ~  ~/' 
Bij een gegeven rendement  zal de kapitaalco~ffici~nt  derhalve con- 
stant blijven, indien geldt: 
=  O,  (a) 
&e  &i  kc  _-  +_ 
o~  c  o~,  K c 
en 
Uit deze voorwaarden blijkt,  dat bij een constante technologie van 
de investeringsgoederenindustrie  (&, =  ki =  0)  neutraliteit  van  de 
technische  vooruitgang op de wijze van  Harrod overeenstemt met 
neutraliteit  op  de  wijze  van  Hicks.  HoeweI  Hicks  de  technische 
vooruitgang classificeerde met behulp van wijzigingen in de grens- 
produkten,  kunnen  zijn  definities  naar  analogie  ook op bet  geval 
van strikte factorcomplementariteit  worden toegepast. Neutraliteit 
impliceert  dan een evenredige dating van de desbetreffende factor- 
x4  Cf.  H.  Uzawa, ,,Neutral inventions and the stability of growth equilibrium", Re- 
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quoten. Zoals een analyse van C. Kennedy leert, heeft de op grond 
van de condities (a)  en (b)  getrokken conclusie overigens een meer 
algemene strekking dan bet  onderhavige model wellicht zou  doen 
vermoeden.  15 
Voor bet existeren van een gelijkmatige groei dient de technische 
vooruitgang aan zeer speciale voorwaarden,  naast  de in het begin 
van deze paragraaf reeds geintroduceerde veronderstellingen, te be- 
antwoorden. Dit betekent, dat de comparatief-dynamische analyse 
nauwelijks aan  algemeenheid inboet,  indien de technische ontwik- 
keling buiten beschouwing wordt gelaten.  0verigens iUustreert dit 
nog eens de beperkte betekenis van bet  begrip  gelijkmatige groei. 
2.4.  Stabiliteit van de gelijkmatige groei (,,equilibrium dynamics") 
Teneinde nate  gaan, of de groei bij een wiUekeurig gegeven uit- 
gangssituatie  naar  her pad van  de gelijkmatige ontwikkeling con- 
vergeert, herschrijven wij vergelijking (8) als: 
De  oplossing  van  deze  differentiaalvergelijking  volgens  de  stan- 
daardtechniek leidt tot : 
k'=  Kc=c  -- ~  + Ik~  =c --~c  .]  e[~~  (18) 
Voor t--+ oo gaat  de oplossing in  (18)  naar  de  evenwichtswaarde, 
weergegeven in (9), inclien ~ <  0. In het geval ~ >  0 is de exponent 
van  de  e-macht  positief,  zodat  de  afwijking  van  de  evenwichts- 
waarde in de loop van de tijd groter wordt ; het systeem is dan in- 
stabiel. 
Geconcludeerd kan  dus  worden,  dat  de gelijkmatige groei  (glo- 
baal)  stabiel is,  indien  de consumptiegoederensector relatief  kapi- 
taalintensief is. Dit resultaat kan op een meer heuristische wijze als 
volgt worden afgeleid. Stel, dat de situatie van gelijkmatige expan- 
sie plotseling verstoord wordt door een daling van de groeivoet van 
de bevolking.  De  kapitaalgoederenvoorraad  stijgt nu in  eerste in- 
stantie hog overeenkomstig bet oude tempo. Dit betekent, dat kapi- 
taal  sneUer groeit  dan  arbeid,  zodat  om de volledige bezetting te 
t5  C.  Kennedy,  ,,The character of improvements  and of technical progress", Economic 
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kunnen handhaven de relatieI meer kapitaalintensieve sector niet 
alleen meet zal moeten expanderen dan de arbeidsintensieve sector, 
maar zelfs harder zal dienen te groeien dart de factor kapitaal. Om- 
gekeerd geldt in een dergelijke situatie,  dat de minder expansieve 
sector in groeitempo achter blijft bij  de stijging van de langzamer 
groeiende produktiefactor. Men spreekt in dit verband wel van het 
,,magnification effect".  16 Een en ander houdt in, dat bij een relatief 
kapitaalintensieve  investeringsgoederensector de  groeivoeten  van 
arbeid en kapitaal steeds verder uiteen zullen gaan 1open.  Voor een 
stabiele ontwikkeling is bet dus noodzakelijk, dat de consumptie- 
goederensector de meest kapitaalintensieve is. 
Welke betekenis moet ann het gevonden resultant worden toe- 
gekend?  Het  heeft natuurlijk  weinig zin te  onderzoeken of in  de 
werkelijkheid de consumptiegoederenindustrie dan wel de investe- 
ringsgoederensector de  incest  kapitaalintensieve  is.  De  Ieitelijke 
groei verloopt volgens meer ingewikkelde patronen dan met behulp 
van het simpele model kan worden aangeduid. Dit  noopt tot het 
reduceren van de abstractiegraad van het model. Vooruitgang langs 
de weg van de afnemende abstractie is evenwel moeizaam. Wij zul- 
len daarom op deze plants met enkele opmerkingen volstaan. 
Zoals in een aantal studies is aangetoond, kan door bet introdu- 
ceren van voldoende substitutiemogelijkheden de stabiliteit in het 
model met twee sectoren worden verzekerdJ  7 Daarbij rijst de vraag, 
of kapitaalgoederen wel voldoende flexibel zijn om een vlotte sub- 
stitutie te garanderen. Is het niet veeleer zo, dat eenmaal geinstal- 
leerde machines tamelijk starre produktie-eenheden vormen, zodat 
van substitutie achteraI geen sprake kan zijn ? Natuurlijk karl men 
dan nog volhouden, dat in ieder geval nog te ontwerpen machines 
naar believen met arbeid gecombineerd kunnen worden. Ook deze 
uitspraak is  echter aan twijfel onderhevig. Uiteindelijk is men bij 
her investeren afhankelijk van de stand van de techniek olb een be- 
paald  moment.  Of de stand  van de techniek door middel van een 
Iraai stelsel van indifferentiecurven kan worden weergegeven, is op 
zijn minst dubieus. 
Wat te zeggen van een generalisatie tot n  sectoren met behoud 
van  de constante technische coeffici~nten? Generalisaties van  dit 
as  Zie  bijv.  R.  W.  Jones,  ,,The  structure  of  simple  general  equilibrium  models", 
Journal o[ Political Economy, december  1965. 
x7  7Ae bijv. A. Takayama, ,,On a two-sector model of.geonomie growth: a comparative 
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type leiden, zoals de analyse van het gesloten model van Leontief 
leert,  tot  ondoorgrondelijke  mathematische  stabiliteitsvoorwaar- 
den.  is Een meer realistisch model zou ongetwijfeld worden verkre- 
gen door van gegeven normale in plaats van starre technische pro- 
duktiecoefficienten  uit te gaan en tevens de afzetproblematiek, zoals 
deze in paragraaf 2.1 ter sprake kwam, in de beschouwing te betrek- 
ken. Daarenboven zou nog rekening kunnen worden gehouden met 
prijsmutaties en winstverwachtingen. De pogingen tot  constructie 
van een dergelijk meet compleet dynamisch model met meerdere 
sectoren zijn echter begrijpelijkerwijze schaars. 1~ 
Groei zonder vernieuwing is ondenkbaar. Vandaar, dat de techni- 
sche vooruitgang als de belangrijkste determinant van de expansie 
mag worden aangemerkt. Onze kennis is op dit punt nog zeer on- 
volledig. De traditionele groeitheorie is gebaseerd op algemene even- 
wichtsmodellen van statische origine. Wellicht zal bij de bestudering 
van de betekenis van de technische vooruitgang voor de/eitdijke 
groei  meer de nadruk moeten worden gelegd op historische en in- 
stitutionele patronen. Het aan de evenwichtsanalyse inhaerente de- 
terministische  karakter  treedt  dan  bij  bet  onderzoek naar  de sta- 
biliteit  van  de  economische  ontwikkeling  vanzelf  minder  op  de 
voorgrond. 
3.  DE NORMATIEVE  GROEITHEORIE 
Met de groeitheorie is ook bet vraagstuk van de optimale bespa- 
ringen in bet centrum van de belangstelling gekomen. De probleem- 
stelling consumeren versus investeren nodigt daarbij  als bet ware 
uit tot een macro-economische beschouwingswijze. Ondanks de be- 
zwaren, die hieraan ongetwijfeld verbonden zijn, zullen wij in deze 
paragraaf slechts ddn eindprodukt onderscheiden. Het aantal in de 
beschouwing betrokken produktiefactoren bedraagt wederom twee, 
te weten arbeid en kapitaal. 
In paragraaf 3.1  zal de aanbodzijde van het model nader worden 
verkend. Zoals zal blijken, kan op basis van de gelijkmatige groei 
en  een  neoklassieke produktiefunctie een spaarquote worden ge- 
vonden, waarbij de consumptie in de loop van de tijd maximaal is. 
Daarmede is echter de optimale spaarquote nog geenszins bepaald. 
is  j.  Tsukui,  ,,On  a  theorem  of relative  stability",  International  Economic  Revie~o, 
mei 196 I. 
lg  Voor een uitzondering, die de regel bevestigt, zie F. H. Hahn', ,,On the disequilibrium 
behaviour of a  multi-sectoral growth model", Economic Journal,'september  1963. TWEE VISIES OP HET VRAAGSTUK VAN DE KAPITAALACCUMULATIE  599 
De formulering van het optimum vereist de introductie van de pre- 
ferenties met betrekking tot  de  consumptie op  verschillende tijd- 
stippen. Daarom zal in paragraaf 3.2 een collectieve intertemporele 
nutsfunctie ten tonele worden gevoerd.  Nagegaan  zal worden  op 
welke wijze deze functie hanteerbaar kan worden gemaakt. 
Tenslotte wordt in paragraaf 3.3 het probleem van de optimale 
besparingen bij  een oneindige tijdhorizon gesteld en voor een spe- 
ciaal geval ook opgelost. Deze oplossing berust op een door F. Ram- 
sey ill  1928  ontwikkelde methode.  2~ Het verschil tussen het werk 
van Ramsey en de recente studies van vooraanstaande contempo- 
raine  theoretici is  slechts  gradueel.  Terwijl  in  de  moderne groei- 
theorie  bevolkingsaanwas  en  technische  vooruitgang  voor  een 
eeuwigdurende  expansie  zorgen,  is  bet  systeem  van  Ramsey  op 
weg naar een stationaire toestand. De invloed van Ricardo is daarbij 
nog duidelijk merkbaar. 
3.1.  De maximale consumptie 
Een typisch n~oklassieke produktiefunctie, waarmede wij in deze 
paragraaf zullen werken, voldoet gewoonlijk aan de volgende eisen: 
(a) de functie is hneair homogeen; (b)  de grensprodukten zijn posi- 
tief; (c) de tweede afgeleiden naar een bepaalde factor zijn negatief 
(afnemende grensprodukten). Voorbeelden, die aan de gestelde eisen 
voldoen, zijn de produktiefunctie van Cobb en Douglas en de zgn. 
CES-produktiefunctie, waarbij de substitutie-elasticiteit van de pro- 
duktiefactoren constant, maar niet gelijk aan ~n is. 
Verder wordt verondersteld, dat de bevolking met een vast per- 
centage toeneemt.  Eenvoudshalve wordt van de technische voor- 
uitgang geabstraheerd.  Een neutrale technische ontwikkeling vol- 
gens de definitie van Harrod manifesteert zich bij een macro-econo- 
mische produktiefunctie als arbeidsvermeerderend.  ~1 Dit betekent, 
dat de technische vooruitgang Ms het ware de dimensie van de fac- 
tor arbeid beinvloedt~ Her behoeft weinig betoog, dat met de intro- 
ductie van een technische vooruitgang van dit type weinig nieuws 
aan de analyse zou worden toegevoegd. 
Op  grond  van  de gemaakte veronderstellingen kunnen de vol- 
gende vergelijkingen worden geformuleerd: 
Y, =  F(Kt, Lt)  (19) 
so  F.  P,  Ramsey,  ,,A  mathematical theory of  saving", Economic  Journal,  december 
1928. 
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Y, =  C, +  It  C, >  0  (20) 
I, =  R,  (2 I) 
Lt =  L0 e~*  (22) 
De  betekenis van  de  symbolen is  dezelfde als  in  paragraaf 2.  De 
constante L0 kan door een adequate keuze van de maateenheid van 
arbeid gelijk aan ~n worden gesteld, zodat deze in het verdere betoog 
zonder bezwaar kan worden verwaarloosd. 
Deelt men vervolgens de economische variabelen door L, dan re- 
sulteert, rekening houdend met de lineaire homogeniteit van de pro- 
duktiefunctie, het volgende vergelijkingenstelsel: 
y,  =  I) ---/(k,)  (19a) 
Yt =  c, +  it  (20a) 
it =/~, +  nkt  (21a) 
I n overeenstemming met de notatie in paragraaf 2 duiden de kleine 
letters grootheden per hoofd van de (beroeps-)bevolking aan. Verder 
kan worden opgemerkt, dat de afleiding van vergelijking (12a) ana- 
loog is aan die van (7a). 
Uit de vergelijkingen (19a)  t/m (21a)  volgt onmiddeUijk, dat bij 
een constante k,  (dus k, ---- 0)  ook de overige economische variabe- 
len y, c en i een vaste waarde aannemen. De existentie van de gelijk- 
matige groei is daarmede een feit. In tegenstelling tot het resultaat 
in paragraaf 2.2 imphceert de gehjkmafige groei evenwel geen unieke 
oplossing voor k. Een expansie overeenkomstig de natuurlijke groei- 
voet z~ is mogelijk bij diverse waarden van de verhoudingsgetallen in 
de relaties (19a)  t/m (21a). In feite bestaat er dan een hele verzame- 
ling  van  gelijkmatige  groeipaden.  De karakteristieken van deze ver- 
zameling zullen nu nader worden onderzocht. 
Substitutie  van  (19a)  en  (21a)  in  (20a)  geeft,  indien  rekening 
wordt gehouden met k, =  0: 
c  :  t(k)  -- z~k  (23) 
Het verband tussen de consumptie en de kapitaalgoederenvoorraad 
beide gerelateerd aan bet arbeidsvolume is weergegeven in figuur 2 
Het rechterhd van vergelijking (23) is daarbij  gemakshalve aange- 
duid met g(k). 
Zoals  uitde  figuur blijkt,  heeft  de functie  (23)  een maximum. 
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per eenheid arbeid (kmax.). Wordt deze grens overschreden, dan is 
de produktie te kapitaalintensief, zodat te veel zeilen zouden moe- 
ten  worden bijgezet  om  de  kapitaahntensiteit  te  handhaven.  De 
consumptie zou dan negatief moeten zijn, hetgeen uitgesloten is. De 
nk 
￿9  "-  k 
Fig.  2 
/(k) 
kapitaalgoederenvoorraad per  eenheid  arbeid  I,  waarbij  de  con- 
sumptie maximaal is, wordt gevonden door de eerste afgeleide van 
(23) getijk aan nul te stellen. Derhalve geldt: 
dc 
dk  =/'(k)  -- n  =  0,  (24) 
waarbij 
dt  aY~ 
dk  OKt 
De consumptie per hoofd is dus kennelijk maximaal (c =  g), indien 
het grensprodukt  van kapitaal gelijk is aan de natuurlijke groeivoet. 
Volledigheidshalve  zij  opgemerkt,  dat,  als  aan  (24) voldaan  is, 
tevens  het  totale  consumptievolume  (C, =  c en  0  op  elk  tijdstip 
een maximale waarde bereikt.  Dit  op  zich interessante resultaat 
werd door Phelps  quasi-normatief bestempeld als  de ,,golden rule 
of accumulation".  22 Als uitsluitend uit paden met een gehjkmatige 
groei zou moeten worden gekozen, is het pad van de ,,golden rule" 
ogenschijnlijk het beste.  Een dergehjke keuze imphceert evenwel, 
dat k0 een vrij goed is. Aan het gevonden resultaat kan mede daar- 
om slechts een beperkte betekenis worden toegekend.  23 
~2  E.  S.  Phelps,  ,,The  golden  rule  of  accumulation",  American  Economic  Review, 
september 1961. 
as  Een gelijkmatige groei met ~  <  k  <  km~x. is dynamisck  ineH ici~nt. Zoals figuur 2 
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In  aansluiting  op het gevonden resultaat  in  (24)  vermelden wij 
hog, dat de spaarquote behorende bij het ,,golden rule" pad gelijk 
is aan de produktie-elasticiteit van kapitaal.  Het  bewijs van deze 
steUing is  gemakkelijk te  geven.  In  een situatie  van gelijkmatige 
groei mag worden geschreven: a  =  z~.  Door combinatie van deze 
formule met OYt/OKt =  ~  overeenkomstig (24)  ontstaat 
OYt  Kt 
~Kt  Yt 
Bij  een gegeven kapitaalgoederenvoorraad in de uitgangssituatie 
kan altijd een pad van gehjkmatige groei worden gevolgd. Indien 
k0 >  ~  is het pad met een maximale consumptie bereikbaar  door 
een gedeelte van de aanwezige kapitaalgoederenvoorraad niet te be- 
nutten.  Dit  is  evenwel niet  verstandig,  daar  de kapitaalgoederen 
zonder meer beschikbaar  zijn.  Wel blijkt het  op lange termijn ge- 
wenst minder te investeren,  waardoor  de kapitaalintensiteit  daalt 
en extra consumptie zal worden genoten. 
In een situatie, waarbij  men van relatieve kapitaalschaarste  zou 
kunnen spreken  (dus k0 <  )~), liggen de kaarten  enigszins anders. 
Deze  situatie  is ongetwijfeld voor de huidige tijd de meest realis- 
tische.  Ook in dit geval kan desgewenst een pad van gehjkmatige 
groei worden gevolgd. Daarbij  zal  de consumptie dan  echter niet 
maximaal zijn. Het ,,golden rule" pad ligt niet onmiddeUijk binnen 
het bereik. Wel kan men ten koste van consumptie-offers de kapi- 
taalintensiteit  van  de  produktie  opvoeren,  met  de  bedoeling  op 
latere  tijdstippen  een hogere  consumptie te  realiseren.  Bij  de  af- 
Weging van kosten en opbrengsten dienen evenwel de preferenties 
in acht te worden genomen. Overigens geldt mutatis mutandis het- 
zelfde bij de aanpassing van de kapitaalintensiteit in benedenwaart- 
se richting in het geval k0 >  k. 
Indien de consumptie als  het  ware  op verschiUende tijdstippen 
plaats  vindt  is  eigenhjk sprake  van  evenzoveel  andere  goederen. 
Het vergelijken van goederenbundels is echter alleen mogehjk, in- 
dien de verhouding tussen de goederen onderhng gefixeerd is (zoals 
bij  een gelijkmatige groei het geval is met betrekking tot  de con- 
sumptie  op  verschillende  tijdstippen),  of  indien  een  nutsfunctie 
wordt gehanteerd.  Een nadere analyse van de optimale groei ver- 
eist  dan  ook  de  introductie  van  een  intertemporeel  preferentie- 
schema. TWEE VISIES OP HET VRAAGSTUK VAN DE KAPITAALACCUMULATIE  603 
3.2.  De intertemporde  preferenties 
Het heeft bepaalde didactische voordelen bij een bespreking van 
de intertemporele nutsfunctie de tijd in eerste instantie als een dis- 
crete grootheid op te vatten. Gesteld kan dan bijvoorbeeld worden, 
dat het coUectieve nut  aan het begin  van de planningperiode af-, 
hankehjk is van de consumptie per hoofd in alle toekomstige perio- 
den, in symbolen: 
U  =  Q(cl, c2, c3...)  (26) 
Hoewel aan  deze functie de gebruikelijke eigenschappen van  een 
(ordinale)  nutsfunctie kunnen worden toegekend,  is  de relatie in 
haar algemene vorm nanwelijks hanteerbaar.  Vandaar,  dat in de 
hteratuur  gezocht is naar  aanvullende,  plausibele  hypothesen.  In 
dit verband mag zeker het werk van T.  C.  Koopmans niet onver- 
meld bhjven.  9'4 
Postuleert men, dat het nut van de consumptie per hoofd in een 
bepaalde periode on_.~/ha~kelijh is van de consumptie in andere pefio- 
den, dan gaat (26)  over in de zgn. additieve vorm: 
oo 
U  =  X  u~(ct)  (27) 
~=I 
De additieve nutsfunctie is nauw verbonden met de kardinalistische 
nutsopvattLng. 25 Nochtans behoeft aan dit aspect in de onderhavige 
theorie niet zwaar getild te worden. In samenhang met her postu- 
laat  van de onafhankehjkheid wordt  gewoonhjk tevens uitgegaan 
van st  ationariteit van de intertemporele prelerenties. Dit wil zeg- 
gen,  dat  het verband geen wijziging  ondergaat bij  realisatie  van 
consumptie,  of  anders  geiormuleerd:  dat  de prderenties  niet  af- 
hankehjk zijn van de historische tijd. Op gTond van de beide boven- 
genoemde veronderstellingen dient de functie dan als volgt te wor- 
den geschreven: 
U  =  E  ~-1,(c~),  0<  ~  _< 1  (2s) 
t=l 
De constante ~  kan worden ge~'nterpreteerd Ms een cliscontofactor, 
welke maatgevend is voor de tijdsvoorkeur. Voigens sommige au- 
teurs, waaronder Ramsey, zou men evenwel niet moeten clisconte- 
34  Zie  T.  C.  Koopmans, ,,Stationary  ordinal  utility  and  impatience", E,olcomarica, 
april 1960. 
8s  Zie  bijv.  Th.  van de  Klundert,  ,,Essenti~le aspecten  van de  theorie van het con- 
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ren om toekomstige generaties op dezelfde wijze te behandelen als 
de levende generatie. 
Bij  de interpretatie van de tijd als een continue grootheid komt 
in plaats van (28) de analoge relatie: 
oO 
O  =  ~ u(ct) e-pt at,  p  >_ 0  (29) 
o 
De letter p geeft in dit geval de (constante) discontovoet weer. Te 
vermelden is nog,  dat  de functie u(c)  ongelimiteerd en  degressief 
stijgend is (positief, maar afnemend grensnut). 
Het geval p =  0  is in meerdere opzichten speciaal.  In de eerste 
plaats kan men stellen, dat hoewel nu  ,,generaties" gelijk worden 
behandeld, dit niet geldt voor ,,individuen". (De termen ,,generatie" 
en ,,individu" hebben een enigszins figuurlijke betekenis. Nochtans 
blijkt  uit  de  context  voldoende wat  ermede wordt  bedoeld).  De 
grootheid u(c)  is  in  feite de nutssnelheid van het representatieve 
econornische subject.  Houdt  men bij  de  bepaling  van  de  sociale 
welvaartsfunctie met de nutssnelheid van alle individuen rekening, 
dan verkrijgt men de volgende intertemporele nutsfunctie: 
oo  Co 
U  =  $ Ltu(ct)  dt =  $ e nt u(ct) at  (30) 
o  o 
Discon*ering van de individuele nutssnelheid met = leidt tot: 
"  ? 
U  =  Ient u(c~) e-nt dt =  u(ct) dt  (31) 
0  o 
Zoals blijkt is  (31) gelijk aan (29) in het geval p =  0. 
In  de  tweede  plaats  moet  worden  geconstateerd,  dat  de  (on- 
eigenlijke)  integraal in  formule  (31)  niet  convergeert,  indien  de 
consumptie per hoofd ten eeuwigen dage strikt posifief blijft.  Con- 
sumptiepaden,  die  niet  aan  deze  voorwaarde  voldoen zijn  echter 
niet interessant. Anderzijds is een discriminatie tussen consumptie- 
paden,  waarbij  de consumptie steeds positief blijft,  op grond van 
bet  criterium  van  nutsmaximering  uitgesloten.  Immers  her  niet 
convergeren van de integraal impliceert, dat het nut oneindig groot 
is.  Tussen twee paden, die allebei een nut van oneindig opleveren, 
kan niet worden gekozen. Betekent dit, dat alleen een optimumpad 
existeert voor p >  0 ? 
Het  antwoord op  deze vraag kan  ontkennend luiden,  mits  een 
maximumwaarde voor de nutssnelheid bestaat (,,bliss" bij Ramsey). TWEE VISIES OP HET VRAAGSTUK VAN DE KAPITAALACCUMULATIE  605 
Aangenomen werd  evenwel,  dat  de  functie u(c) geen bovengrens 
heeft. Een maximum voor de consumptie per hoofd (~) is echter vol- 
doende. Volgens bet criterium van Ramsey en Von WeizsAcker zijn 
in een dergelijk geval uitsluitend paden, die naar ,,bliss"  tenderen 
verkiesbaar. 96 Het optimale consumptiepad benadert de maximale 
nutssnelheid op de voordeligste wijze. In plaats van maximalisatie 
van  U  vereist her nieuwe criterium derhalve minimalisatie  van de 
uitdrukking: 
co 
V =  .[ [u(d)  --  u(ct)]  dt  (32) 
o 
3.3.  De optimale besparingen 
In paragraaf 3.1 werd geconstateerd, dat de consumptie per hoofd 
maximaal is, indien bet marginale produkt van bet kapitaal gelijk 
is aan de groeivoet van de bevolking.  Op het einde van de vorige 
paragraaf bleek, dat een dergelijk maximum voor de bepaling van 
een optimaal consumptiepad in het geval van een gelijke behande- 
ling van ,,generaties" essentieel is. Door beide resultaten te combi- 
neren kan  een optimaal patroon  voor  de besparingen worden ge- 
vonden. Daartoe dient de volgende opdracht te worden uitgevoerd: 
Minimaliseer: 
v  =  ~  [u(e)  -  u(ct)]  dr, 
0 
onder de nevenvoorwaarden: 
(a)  c~  =  ](kt)  --  ak~  --  [~, 
(b)  k0 = 
(c)  ct  >  0 
De nevenvoorwaarde (a)  is afgeleid uit de vergelijkingen (19a)  t/m 
(21a). Volgens voorwaarde (b) is de kapitaalgoederenvoorraad in de 
uitgangssituatie gegeven. De derde conditie spreekt voor zichzelf) 
Het gestelde probleem is oplosbaar met behulp van de methoden 
van de variatierekening. Zoals  Ramsey voor het stationaire geval 
heeft aangetoond, is echter ook langs meer eenvoudige weg een op- 
lossing mogelijk.  27 Door een simpele transformatie kan de integraal 
2~  Cf.  C.  C.  yon Weizsiicker, ,,Existence of optimal programs of accumulation for an 
infinite horizon", Review of Economic  Studies,  april 1965. 
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V worden omgezet in: 
V =  I  u(~) -k~ u(ct)  dk~  (33) 
ko 
Deze transformatie is in deze vorm geoorloofd, indien k0 <  f, zodat 
de kapitaalintensiteit zal toenemen (/~t >  0) tot ,,bliss" gerealiseerd 
is.  Voor  een minimale waarde  van  V  is bet  noodzakelijk,  dat  de 
eerste afgeleide van de integrand in  (33)  naar/~,  gelijk aan  nul is. 
Voor elke waarde van k  (tussen de integratiegrenzen)  client de uit- 
drukking onder bet integraal teken immers zo laag mogelijk te zijn. 
Derhalve geldt, rekening houdend met nevenvoorwaarde (a) : 
ktu'(ct)  -  {u(e)  -  u(ct)) 
k~  =  o, 
oftewel: 
kt =  u(e)  --  u(ct)  (34) 
U~(Ct) 
waarbij  u'(ct)-~  du(ct)/dct  her  grensnut  van  de  consumptie  (per 
hoofd)  voorstelt. 
Uit formule (34)  en de nevenvoorwaarden (a) t/m (c) kan bet op- 
timale consumptiepad stap voor stap worden afgeleid. 
Dat  de  extreme waarde  een  minimum is,  kan  worden bewezen 
met behulp van de tweede afgeleide van de integrand naar kt" 
~2(-ku"  +  u'  -  u')  -  (ku'  -  ~  +  u)k  u" 
k4  ----k  >0 
De tweede afgeleide van u(e)  is negatief vanwege de veronderstelde 
daling van het grensnut (u" <  0). 
Uit formule  (34)  blijkt,  dat  het  ,,golden rule"  pad asymptotiseh 
wordt benaderd. De kapitaalintensiteit  neemt langzamer toe naar- 
mate ct nadert  tot  & Dat  het  optimale pad naar  het pad van  de 
maximale consumptie toegaat, was reeds bekend. De asymptotische 
nadering als zodanig is echter extra informatie. 
Indien gedisconteerd wordt,  zodat p in formule  (29)  strikt  posi- 
tief is, mag aan de ,,golden rule" geen normatieve betekenis worden 
toegekend. Dit kan door middel van een eenvoudige exercitie plau- 
sibel  worden  gemaakt.~s  Noodzakelijk  is  daarbij  evenwel,  dat  de 
~-s Cf.  E.  S.  Phelps,  ,,The  Ramsey problem  and  the  golden  rule  of  accumulation", 
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tijd als een discrete grootheid wordt opgevat. Stel nu,  er is een te 
volgen consumptiepad Cl, c9., c8 .... In periode 1 besluiten de econo- 
mische subjecten ieder 66n eenheid meer te sparen met de intentie 
in  periode  2  dank  zij  produktieve investeringen extra te  kunnen 
consumeren.  In  periode  2  wordt  bovendien  de  extra  investering 
weer teniet gedaan, zodat in de perioden 3  t/m oo de consumptie 
blijft zoals deze oorspronkelijk was voorzien. De (nuts-)kosten van 
bet consumptieverlies in periode  1 bedragen bij  benadering u'(Cl). 
De totale consumptie stijgt tot LI(1  +  rl) in periode 2. De letter r 
staat  voor het rendement van investeringen, dat gelijk is aan bet 
grensprodukt van kapitaal.  Per hoofd van de bevolking neemt de 
consumptie toe met: 
LI(1  +  rl)/L2 =  (1  +  rl)(l  +  ~)-1. 
Uitgedrukt in nutseenheden bedraagt de opbrengst : 
(1  +  rl)(1  +  ~z)-lu'(c2)(1  +  p)-i 
Indien het oorspronkelijk pad optimaal is, moet (natuurlijk bij  be- 
nadering) gelden :29 
1  +rt 
.' (ct)  =  u'  (3,5) 
(i  +  =)(1  +  p) 
Bij  een  gelijkmatige  groei  is  de  consumptie  per  hoofd  constant 
(c, =  Ct+l), zodat  in  een  dergelijk geval  aUeen aan  de  optimum- 
voorwaarde  (35)  wordt  voldaan,  indien  1+  r  =  (1  +  re)(1 +  p). 
Bij  een continu tijdsbegrip  gaat  dit  resultaat  over in r  =  ~  +  p. 
De kapitaalintensiteit van cut pad,  dat in de literatuur wel wordt 
omschreven als het ,,golden utility path", is kleiner dan t. Een blik 
op figuur 2 is voldoende om dit ill te zien. De tg van de heUingshoek 
van een raaklijn aan/(k)  is gelijk aan r.  Hoe groter r,  hoe kleiner 
de corresponderende k zal zijn. Zoals onder anderen door D. Cass is 
aangetoond, nadert het optimale consumptiepad in bet geval p >  0, 
gegeven  een  willekeurige  uitgangssituatie,  asymptotisch  tot  het 
,,golden utility" pad. 80 
De mathematische elegantie van de besproken analyses is haast 
verblindend. Het kost nogal wat moeite er achter te komen hoe ab- 
89  Formule (35)  is analoog met de voorwaarde van Euler noodzakelijk voor een maxi- 
mum  van  (29)  onder  de  gestelde nevenvoorwaarden.  Her  verschfl vloeit voort  uit  de 
interpretatie van de tijd als discrete grootheid. 
80  D.  Cass,  ,,Optimum  growth  in  an  aggregative model  of  capital accumulation", 
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stract  en  hoe  weinig  operationeel  de  conclusies  zijn.  Synthetisch 
werk heeft zijn nut, maar men moet niet overdrijven door een teveel 
aan franje. De normatieve groeitheorie zal minder pretentieus moe- 
ten worden opgezet (eindige tijdhorizon)  en op meet informatie met 
betrekking tot de intertemporele produktiemogelijkheden en wensen 
dienen te berusten.3t Vanzelfsprekend zal dit gepaard moeten gaan 
met een desaggregatie, maar deze mag niet primair in dienst staan 
van  de  bouw  van  gigantische  evenwichtsconstructies.  Dergelijke 
modeUen hebben wij reeds door het werk van J.  yon Neumann  en 
zijn epigonen. Herhaald kan worden, hetgeen bij de bespreking van 
de positieve groeitheorie in paragraaf 2 werd gesteld. Er is behoefte 
aan  een  zekere  herori~ntering,  waarbij  een  aantal  aan  de natuur- 
wetenschappen ontleende technieken het veld zullen moeten ruimen 
voor meer flexibele,  op  de evolutiegedachte  geinspireerde,  metho- 
den. 32 De etikettenplakkers kunnen dan achteraf voor het epitheton 
kiezen tussen post-Schumpetefiaans en neo-historisch. 
APPENDIX 
Vergelijking  van  ,,Twee visies op her vraagstuk  van de kapitaalaccu- 
mulatid' met ,,Bouwen aan een groeitheorie"  (De Economist, novem- 
ber,  1963). 
1.  Het onderhavige artikel is in tegensteUing tot het bovengenoem- 
de niet  primair  een literatuurstudie,  maar meer een systemati- 
sche analyse van de groeitheorie.  Sinds  1963 is bet aantal litera- 
tuuroverzichten  gestadig uitgebreid.  Vooral na  het  verschijnen 
van het uitstekende overzicht van Hahn en Matthews is er wei- 
nig behoefte aan een nieuwe etalering van de complete literatuur 
op het gebied van de economische groei. Wel kan het nog nuttig 
zijn wat bomen in het bos te kappen en aldus de structuur van 
de theorie bloot te leggen. De onderscheidingen positieve versus 
31  Cf.  T.  Haavelmo, A  sludy in the theory o/investmenl,  1960,  hoofdstuk 20. 
3~  Cf.  T.  C.  Koopmans,  ,,Objectives,  constraints and  outcomes  in  optimal growth 
models", Cowles Foundation Discussion Paper no. 212, augustus 1966; en H.  A. Simon, 
,,Theories  of  decision-making in  economics  and  behavioural science",  American  Eco- 
nomic Review, juni  1959,  herdrukt in Surveys o/ Economic Theory, deel III,  1966.  Voor 
een  toepassing van  beide  benaderingswijzen op  het  vraagstuk van  de  internationale 
handel in een groeiende economie zie Th.  van de  Klundert,  ,,Theorieen  van de  econo- 
mische groei en de internationale handel", TijdschriIt voor Economie,  1966,  aflev. 2. TWEE VISIES UP HET VRAAGSTUK VAN DE KAPITAALACCUMULATIE  609 
normatieve  theorie enerzijds,  en  ,,equilibrium"  tegenover ,,dis- 
equilibrium dynamics"  anderzijds werken in dit opzicht verhel- 
derend. 
2.  Van de onderwerpen uit her artikel van 1963, waarvan verwacht 
mocht worden, dat deze verder zouden worden uitgewerkt, is in 
,,Twee visies, enz." aUeen aandacht geschonken aan de optimale 
besparingen.  Dit  vraagstuk  is in  de afgelopen j aren  veelvuldig 
ter sprake gebracht in de literatuur. Het krijgt in her onderhavige 
artikel een groot gewicht. Daarentegen is voor een onderwerp als 
de marginale  technische vooruitgang  (,,embodied technical pro- 
gress") geen plaats ingeruimd,  hoewel ook aan dit onderwerp in 
de literatuur hard gewerkt is. 
3.  Het model van Von Neumann  ell de daarop gebaseerde studies 
ontbreken in beide publicaties. Sinds het werk van Hicks (,,Capi- 
tal and Growth") is de analyse van de groei op basis van de akti- 
viteitsanalyse voor niet uitgesproken wiskundig geschoolde eco- 
nomisten toegankelijker geworden. Nochtans zou de bespreking 
van deze rijk geschakeerde problematiek een afzonderlijk artikel 
noodzakelijk maken. 
4.  De symbolen zijn voorzover mogelijk en doelmatig gelijk.  Er is 
66n belangrijke  uitzondeling.  Grote letters  duiden in  ,,Bouwen 
aan een groeitheorie" waardebedrageu aan en kleine letters volu- 
mina.  In het onderhavige  artikel geven kleine letters volumina 
per hoofd van de beroepsbevolking weer, terwijl de hoofdletters 
deze volumina op zich beschouwd symboliseren. 
Summary 
TWO  VIEWS  ON  THE  PROBLEM  OF  CAPITAL ACCUMULATION 
A systematic presentation of the theory of economic growth is given 
by distinguishing positive and normative economics. With respect to the 
positive theory of economic growth the  survey first  pays attention  to 
the  difficulties resulting  from  the  divergence of actual  and  warranted 
rates of growth in the model of Harrod. 
Problems belonging to the domain of ,,disequilibrium  dynamics",  to 
borrow an  expression  from  F.  H.  Hahn  and  R.  C.  0.  Matthews,  are 
eliminated  in  the  remaining  part  of  the  article.  The  standard  two- 
sector model with fixed technical  coefficients is introduced  to  analyse 
the existence and stability of balanced growth.  The same model is ap- 610  PROF.  DR.  TH.  VAN DE  KLUNDERT 
plied to illustrate ,,the comparative dynamics that corresponds to com- 
parative  statics",  as  Hicks  puts it  in  Capital  and  Growth. It  is  found 
that  an  increase  in  the  propensity  to  save  of  capital  owners  usually 
raises the share of wages. There may be an exception if the production 
of investment  goods  is  strongly  capital-intensive  relative  to  the  pro- 
duction  of  consumption  goods.  In  addition  to  the  topics  mentioned 
above Harrod neutral technical change is given some comment. 
In the section on normative growth theory the time-honoured problem 
of optimal savings is discussed.  Following recent developments in  this 
field subsections are devoted to the ,,golden rule of accumulation" and 
T. C. Koopmans' work on the intertemporal preference function. Finally, 
the question of optimal accumulation is solved for the special case of no 
discounting  of future per capita  consumption flows.  The method used 
goes back to the famous pioneering article of F.  P. Rarnsey in the Eco- 
nomic Journal of December,  1928. 